Analytická geometrie v rovině - přímky
1. Parametrická rovnice přímky
Nejprve zavedeme důležitý pojem, pojem směrového vektoru
Jsou dány 2 různé body   A = [a1 ; a2 ]    B = [b1 ; b2 ]  
Již víme, že vektor spojující bod A a bod B, tedy vektor 
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. Tento vektor budeme nazývat směrovým vektorem
Směrový vektor je tedy každý vektor, který spojuje dva body. Protože přímka je jednoznačně určena dvěma různými body bude se jednat o vektor, který udává směr přímky

Máme-li zadané 2 body A, B je směrovým vektorem přímky AB jak vektor AB, tak vektor BA, ale také každý jejich nenulový násobek
Nyní si na příkladě ukážeme, jak lze pomocí směrového vektoru napsat parametrickou rovnici přímky.  

Příklad 1
Jsou dány dva body  A = [ -1 ; 3]   B = [3; -6]. Napište parametrickou rovnici přímky AB

Řešení
Směrovým vektorem přímky AB je vektor AB = B-A = (4 ; -9)

Každý bod X = [x ; y] přímky lze vyjádřit takto:

       x = -1 + 4t

       y =   3 -9 t            
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  kde t je libovolné reálné číslo (parametr)

Tomuto zápisu budeme říkat parametrická rovnice přímky. Pokud za hodnoty t budeme dosazovat různá reálná čísla, budeme dostávat různé body X, které budou ležet na dané přímce.
Symbolický zápis této rovnice lze psát
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kde A je daný bod přímky, u je směrový vektor a t je parametr

Zopakujme postup, jakým jsme vytvořili parametrickou rovnici přímky dané body AB:

· Z daných 2 bodů vytvoříme směrový vektor (např. B-A , ale lze i A-B) .. jeho složky označme (u1 ; u2)

· Vezmeme jeden z bodů přímky (např. A, ale můžeme i bod B) 

· Přímku rozepíšeme do souřadnic  

                          x = a1 + tu1
                          y = a2 + tu2         
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Příklad 2
Je dána parametrická rovnice přímky p:

    x = -7 + t

    y =  2  + 3t   
[image: image6.wmf]R

t

Î


Napište její směrový vektor a alespoň 4 body této přímky

Řešení
Směrovým vektorem je vektor u = (1;3) …. Jsou to hodnoty u parametru t v parametrické rovnici
Jedním bodem, kterým přímka prochází je bod  A = [-7 ;2] ….opět získáme z parametrické rovnice (přímo vidíme, resp. dosadíme za t=0)

Další body budeme počítat tak, že za hodnoty parametru t budeme dosazovat různá čísla, tedy např.

Pro t = 1 dostáváme bod  B = [-7 + 1 ; 2 +3.1] = [-6 ; 5]
Pro t =2 dostáváme bod C = [-5 ; 8]

Pro t = 100 dostáváme bod  D = [93 ; 302]

Příklad 3
Je dána přímka p:

  x =        t

  y = 1- 5t
a) Zjistěte, zda body   A =[1;-1]  B=[2; -9]  C=[0;0]  na přímce leží
b) Určete první souřadnici bodu D = [xD; 6] tak, aby na přímce ležel

c) Spočtěte průsečíky dané přímky se souřadnicovými osami

Řešení
a) Určujeme, zda bod A leží na přímce. Pokud ano, splňuje její rovnici, tedy musí platit

    1 = t

   -1 = 1-5t

Dostali jsme tedy 2 rovnice, ze kterých vypočteme neznámou t. Pokud vyjde z obou rovnic stejná, bude bod na přímce ležet (existuje hodnota t, pro kterou tento bod získáme), pokud nevyjde stejná, bod na přímce neleží

V našem případě je z první rovnice t = 1, z druhé t =2/5, tedy není stejné, tedy bod A na přímce neleží
Podobně určujeme bod B:

    2 = t

  -9 = 1-5t
Z první rovnice t=2 ; ze druhé také t=2, bod B na přímce leží
A podobně bod C

   0 = t

   0 = 1-5t

 Z první rovnice  t = 0 ; ze druhé t= 1/5, bod C na přímce neleží
b)  dosadíme bod D. Dostáváme

        xD   = t 
         6 = 1-5t

 Z druhé rovnice vypočteme t …. t = -1. Tuto hodnotu dosadíme do první rovnice a spočteme xD. Tedy dostáváme  xD = -1

Bod D má souřadnice [-1 ; 6]

c) Průsečík přímky s osou x dostaneme tak, že položíme za y=0. Tedy hledáme bod, jehož y-ová souřadnice je nulová.

Dostáváme tedy  0 = 1-5t, tedy t = 
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Dosazením do rovnice pro x dostáváme x = t, tedy x = 
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Průsečík Px = [
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Podobně spočteme Py. Pokládáme x=0, tedy t=0. Potom y = 1-5.0 = 1

Průsečík Py= [0;1]

Příklad 4
Je dán trojúhelník ABC   ;  A=[0, -2] , B= [0 , 6], C[5,1].

  Napište    a)   Parametrickou rovnici  těžnice  tc 

                   b)  Parametrickou rovnici výšky vc
Řešení

a) Nejprve musíme určit střed strany AB, čímž dostaneme 2 body těžnice tc
SAB = [0 ; 2]

Dále určíme směrový vektor těžnice, tedy vektor SC = C-S = (5 ;-1)

Parametrickou rovnici těžnice určíme např. pomocí bodu C a směrového vektoru. Dostáváme

x = 5 + 5t

y = 1 – t             
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b) výška vc je kolmá ke straně c, tedy straně AB. Dále víme, že výška prochází bodem C. Směrový vektor výšky bude tedy vektor, který je kolmý k vektoru AB

Určíme vektor AB = B-A = (0;8)

Kolmý vektor k vektoru AB je např. (8;0)

Parametrickou rovnici výšky určíme pomocí tohoto kolmého vektoru a bodu C. Dostáváme tedy

 x = 5 + 8t

 y = 1  +0t               
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napsáno jednodušeji

x = 5 + 8t

 y = 1                 
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Příklady k procvičení

Úloha 1.1

Jsou dány body  A=[4, -2] , B= [-2 , 6]. 

   a)   Napište parametrickou rovnici přímky AB

   b)  Určete další 2 body této přímky  

    [ a)  x = 4-6t  ;  y = -2 + 8t

        b)  např.               t = 2  pak  x = -8 ; y=14      [ -8;14]

                                    t = 3 pak  x = -14 ; y = 22    [-14;22]           ]
Úloha 1.2

2)  Je dána přímka         x = 2- 5t

                                      y = -1 +3t

       Určete jeden její bod a vektor. Dále

                b) Zjistěte, zda body   J = [ -1 , 4]  a  P = [ 7 , -4] na přímce             

                c) Spočtěte její průsečíky se souřadnicovými osami

     [  směrový vektor  s = (-5 ; 3) , bod [ 2 ; -1]
b) oba body leží na přímce

c) Px = [1/3 ; 0]  ;  Py =[0 ; 1/5]         ]
Úloha 1.3

Jsou dány body   A = [-1;2]  B = [3;6]   C=[-5;4]. Napište parametrické rovnice těžnic trojúhelníka ABC

  [ ta :    x = -1                    tb :       x = 3 – 6t               tc:     x = -5 + 6t
             y = 2 + 3t                         y = 6 – 3t                        y =  4                  ]
2. Obecná rovnice přímky

Nejprve zavedeme důležitý pojem, pojem normálového vektoru
Normálový vektor je vektor kolmý ke směrovému vektoru
Pokud tedy máme přímku určenou 2 body, můžeme vytvořit směrový vektor a z něj vektor normálový. Označme jeho souřadnice (n1 ; n2 )
Obecnou rovnici přímky nyní budeme psát ve tvaru

  n1x + n2y + c = 0

Proměnné x,y tvoří rovnici přímky, hodnoty n1 ; n2 jsou souřadnice normálového vektoru a  hodnotu c dopočteme dosazením souřadnic jednoho bodu přímky

Ukážeme na příkladě

Příklad 1
Jsou dány dva body  A = [ -1 ; 3]   B = [3; -6]. Napište obecnou rovnici přímky AB

Řešení

Směrový vektor přímky je AB = B-A = (4 ; -9), tedy normálový vektor je např. vektor (9;4) 
Rovnice přímky bude:    9x + 4y + c = 0     (souřadnice normálového vektoru jsme dosadili do vzorce pro obecnou rovnici)

Nyní spočteme číslo c. Za x dosadíme -1 za y dosadíme 3   (tedy bod A)

Dostáváme:   9.(-1) + 4.3 + c = 0 , tedy po vyřešení této rovnice  c = -3

Obecná rovnice přímky bude:  9x + 4y -3 = 0

Obecnou rovnicí této přímky bude i každý násobek této rovnice. Zpravidla ale vyjadřujeme tak, aby koeficienty byly co nejmenší.

Zopakujme postup, jakým jsme vytvořili obecnou rovnici přímky dané body AB:

· Z daných 2 bodů vytvoříme směrový vektor (např. B-A , ale lze i A-B) .. a k němu kolmý, normálový, vektor

· Souřadnice normálového vektoru dosadíme do vzorce pro obecnou rovnici

· Vezmeme jeden z bodů přímky (např. A, ale můžeme i bod B) , jeho souřadnice dosadíme za x a za y a dopočteme hodnotu c. Samozřejmě musí vyjít pro oba body stejně

· Napíšeme výslednou rovnici přímky a případně vydělíme, abychom zmenšili koeficienty

Příklad 2
Je dána obecná rovnice přímky p:   -6x + 3y – 12 = 0

Zjednodušte tuto rovnici, určete normálový a směrový vektor přímky a určete alespoň 2 body, které na přímce leží

Řešení
Rovnici -6x + 3y – 12 = 0 lze vydělit 3, tedy jednodušší tvar této rovnice je -2x + y - 4 = 0
Tato rovnice lze vynásobit (-1), tedy též tvar 2x – y + 4 = 0 je obecná rovnice přímky p.

Normálový vektor je vektor (-6 ; 3) … ze zadání, ale též vektor (2 ; -1) resp. (-2 ; 1) ze zjednodušeného tvaru. Samozřejmě normálových vektorů je nekonečně mnoho, ale všechny musí být v násobku
Body přímky dostaneme tak, že za jednu neznámou dosadíme libovolné číslo a druhou dopočteme, tedy např. v zadání zvolíme x = 0 , čímž dostaneme rovnici 3y – 12 = 0,          tedy y =4. Jeden bod má souřadnice [0 ;4 ]
Druhý bod dostaneme např. volbou y =0 , tedy  -6x – 12 = 0, tedy x = -2. Druhý bod má souřadnice [-2 ; 0]
Touto volbou (x = 0, resp. y=0) jsme spočetli průsečíky dané přímky se souřadnicovými osami

Příklad 3
Je dána přímka p:  x + y + 5 = 0. Zjistěte zda body A= [ 0 ; -5]  ;  B = [1;1] na přímce leží

Řešení
Bod na přímce leží pokud splňuje její rovnici. Tedy v případě bodu A dosadíme za x=0 a za y=-5 do rovnice přímky. Dostáváme 0 + (-5) + 5 = 0 , tedy rovnice je splněna, bod A na přímce leží
Podobně pro bod B dostáváme 1 + 1 + 5 = 7 , rovnice není splněna, bod B na přímce neleží
Příklad 4
Je dána přímka parametrickou rovnicí         x = -1 + t

                                                                      y =   3 -2t        
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Napište obecnou rovnici této přímky

Řešení
Směrový vektor této přímky je s = (1 ; -2), tedy normálový vektor je např. n = (2 ; 1)

Přímka prochází bodem  [ -1 ;3 ]

Obecná rovnice přímky bude:   2x + y +c = 0 , dosazením bodu [ -1 ;3 ] dostaneme rovnici o neznámé c

2.(-1) + 3 + c = 0, řešením této rovnice dostáváme c = -1

Obecná rovnice je 2x  +  y  - 1  = 0

Příklad 5
Je dána přímka p:   2x + y + 3 = 0. Napište její parametrickou rovnici

Řešení
Normálový vektor této přímky je n = ( 2 ; 1). Směrový vektor je např. vektor (1 ; -2).

Dále zjistíme libovolný bod přímky p. Dosazením x = 0 dostáváme  2.0.+y + 3 = 0,            tedy y = -3

Bod, kterým přímka prochází má souřadnice [ 0 ; -3]
Pomocí tohoto bodu a směrového vektoru můžeme napsat parametrickou rovnici přímky p.

p:   x  =        t

      y = -3 -2t         
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Příklady k procvičení

Úloha 2.1

Určete obecnou rovnici přímky  p , která prochází bodem  A[4, -2 ] a má  normálový vektor  n=(5,8)

    [ 5x  +  8y  - 4  = 0]

Úloha 2.2

Určete obecnou rovnici přímky  p , která prochází body  A[-4 ; 2 ]  a  B[ 3 ; 5 ] 

  [ 3x – 7y  +  26 =0 ]

Úloha 2.3

Napište obecnou rovnici přímky  p procházející bodem M[ −3,4 ], která je 

kolmá k přímce  2x – 3y + 5 = 0
  [ 3x  + 2y – 6 = 0]

Úloha 2.4

Napište obecnou rovnici přímky  p procházející bodem M [-1;3] která je  rovnoběžná s přímkou  2x – 3y + 7 = 0

 [ 2x – 3y -11 = 0]

Úloha 2.5

Určete obecnou rovnici přímky p:

   x =   2 - 3t

   y = -1 + 2t

 [  2x +3y -1 =0  ]

Úloha 2.6

Napište parametrickou rovnici přímky   5x + y – 4 = 0

  [   x =  t

      y = 4 – 5t        ]

3. Směrnicový tvar rovnice přímky

Směrnicovým tvarem rovnice přímky nazýváme zápis přímky ve tvaru   y  = kx + q
Reálné číslo k nazýváme parametr přímky
Dále zavedeme pojem směrový úhel.

Směrový úhel je úhel, který svírá daná přímka s kladnou částí osy x. Označme např. písmenem (
Platí:

Parametr k je roven tg (
Nyní ukážeme možnosti jak vytvořit směrnicový tvar rovnice přímky, která je dána dvěma body

Možnost 1
Pomocí dvou bodů umíme napsat obecnou rovnici přímky. Z obecné rovnice není problém vyjádřit neznámou y a tím dostat směrnicový tvar rovnice přímky
Ukážeme na příkladě
Příklad 1
Jsou dány body   A  = [- 1 ; 7]   B = [0 ; 4]. Napište všechny tvary rovnice přímky AB. Určete dále směrový úhel této přímky.
Řešení

Směrový vektor přímky AB je vektor B-A = (1 ; -3)
Parametrická rovnice přímka AB:

  x = -1 + t

  y =   7 -3t

Pro obecnou rovnici potřebujeme normálový vektor n = (3 ; 1 )

Obecná rovnice tedy bude   3x + y + c = 0 , dosazením bodu A dostáváme  -3 + 7 + c = 0, tedy c = -4

Obecná rovnice přímky AB:   3x + y – 4 = 0
Pro určení směrnicového tvaru rovnice přímky AB vyjádříme neznámou y, tedy dostáváme

 y = -3x + 4
Směrnice přímky je k=-3. Protože směrnice = tg ( určíme směrový úhel pomocí kalkulačky
Dostáváme (= 108,43 , tedy ( = 1080 26´
Možnost 2

Směrnicový tvar rovnice přímky lze určit pomocí soustavy dvou rovnic o dvou neznámých (podobně jako určování předpisu lineární funkce procházející dvěma body)

V rovnici  y  = kx + q dosadíme za x a y zadané body a dostaneme soustavu rovnic o neznámých k ; q. Ukážeme na příkladě

Příklad 2
Jsou dány body   A  = [- 1 ; 7]   B = [0 ; 4]. Napište směrnicový tvar rovnice přímky AB metodou řešení soustavy rovnic

Řešení
Směrnicový tvar rovnice přímky je y  = kx + q, dosadíme bod A, tedy x = -1 ; y = 7

dostáváme        7 = -k + q, a podobně bod B  (x = 0 , y = 4)

                         4 =         q

Nyní máme soustavu 2 rovnic o 2 neznámých (v našem případě v druhé rovnici neznámá k je nulová). Řešením této soustavy dostáváme  k = -3  ; q = 4

Směrnicový tvar rovnice přímky je   y = -3x + 4
Pokud bychom chtěli ze směrnicovího tvaru vytvořit obecnou rovnici, převedeme všechny neznámé na jednu stranu, čímž získáme obecnou rovnici. Parametrickou rovnici z obecné rovnice taktéž umíme (příklad 7)
Možnost 3
Směrnicový tvar rovnice přímky lze napsat pomocí vzorců pro směrnicový tvar.

Platí následující:  

Jsou dány body  X  = [x1 ; x2]  ;  Y = [y1 ; y2].

Potom směrnice k se vypočte podle vzorce:  
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Vzorec pro směrnicový tvar pomocí směrnice:       
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Použití těchto vzorců ukážeme na příkladě.
Příklad 3
Jsou dány body   A  = [- 1 ; 7]   B = [0 ; 4]. Napište směrnicový tvar rovnice přímky AB použitím vzorce pro směrnici a vzorce pro směrnicový tvar.

Řešení

Podle vzorce 
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 dostáváme  
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a podle vzorce 
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 dostáváme výsledný tvar   
[image: image20.wmf]4

3

7

3

3

7

))

1

(

(

3

+

-

=

+

-

-

=

+

-

-

-

=

x

x

x

y


Ve všech případech vyšla výsledná rovnice stejná

Příklady k procvičení

Úloha 3.1

Napište směrnicový tvar rovnice přímky procházející body  A = [-3 ; 7]  B= [2 ; 5]
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Úloha 3.2

Napište směrnicový tvar rovnice přímky procházející bodem A = [-4 ; 5]  , jejíž směrnice je třikrát větší než směrnice přímky  4x -6y + 1 =0

       [ y = 2x + 13]
Úloha 3.3

Napište směrnicový tvar rovnice přímky, která protíná souřadné osy v bodech jejichž jedna souřadnice je rovna 1

    [ y = -x + 1]

4. Vzájemná poloha a úhel přímek

Vzájemná poloha přímek
Dvě přímky v rovině mohou mít následující vzájemnou polohu:

A) Mohou být různoběžné. V tomto případě se protínají v jednom společném bodě

B) Mohou být rovnoběžné různé. V tomto případě nemají žádný společný bod

C) Mohou být totožné, též nazýváme splývající. V tomto případě mají nekonečně společných bodů.

V další části ukážeme, jak z rovnice přímek zjistíme jejich vzájemnou polohu. Při určování vzájemné polohy budeme vždy řešit soustavu rovnic. Počet neznámých a počet rovnic bude záviset na typu rovnic přímek. Ukážeme na příkladech.

Podle počtu řešení soustavy rovnic určíme vzájemnou polohu přímek. 

· Pokud soustava bude mít jedno řešení, jsou přímky různoběžné. Řešení soustavy, resp. hodnota x ;y představují souřadnice průsečíku přímek

· Pokud soustava nebude mít řešení, budou přímky rovnoběžné (nemají společný bod)

· Pokud soustava bude mít nekonečně mnoho řešení, budou přímky totožné (mají nekonečně společných bodů)

Připomeňme: 

· pokud při řešení rovnice vyjde nepravdivá rovnost, např. 0 = 7 ; 1 = 2 ;3 = 4 apod.  nemá rovnice řešení

· pokud při řešení rovnice vyjde pravdivá rovnost, např. 1 = 1 ; 0=0 apod. , má rovnice nekonečně mnoho řešení

Ukážeme nyní na příkladech:

Příklad 1
Jsou dány dvě přímky obecnou rovnicí:

  p:  2x + y - 3 = 0

 q:   3x -2y – 8 = 0

Určete vzájemnou polohu a souřadnice průsečíku, pokud existuje.

Řešení
Vzájemnou polohu určíme řešením soustavy 2 rovnic o 2 neznámých, rovnice soustavy jsou rovnice obou přímek. Řešíme tedy soustavu 
    2x + y -  3 = 0

    3x -2y – 8 = 0

Tuto soustavu řešíme např. sčítací metodou. První rovnici vynásobíme 2 a poté rovnice sečteme, dostáváme tedy:

    4x + 2y - 6 = 0

    3x - 2y – 8 = 0

po sečtení
   7x – 14 = 0
    tedy  x = 2
Dosadíme-li např. do první rovnice dostáváme  2.2. + y – 3 = 0 , tedy y = -1
Soustava má tedy jedno řešení, přímky jsou různoběžné a jejich průsečík P = [2 ; -1]
Příklad 2
Jsou dány dvě přímky jedna obecnou rovnicí a druhá rovnicí parametrickou

  p:  2x + 3y - 3 = 0

 q:    x = 1 + 3t

       y =  2 – 2t      
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Určete vzájemnou polohu a souřadnice průsečíku, pokud existuje.

Řešení

Rovnice přímek představují celkem 3 rovnice o 3 neznámých (x ; y ; t). Tuto soustavu budeme řešit dosazovací metodou, do rovnice přímky p dosadíme x a y z rovnice přímky q. Tímto převedeme na řešení jedné rovnice o jedné neznámé (t)
Dostáváme:    2(1+3t) + 3(2-2t) – 3 = 0

                       2 + 6t + 6 – 6t – 3 = 0

                         5 = 0

Tato rovnice nemá řešení, tedy přímky jsou rovnoběžné různé
Pokud by nám v tomto případě vyšlo jedno řešení rovnice o jedné neznámé t, jednalo by se o přímky různoběžné. Souřadnice průsečíku bychom dopočítali dosazením hodnoty t do rovnice přímky q, tedy spočetli bychom neznámé x ; y

Příklad 3
Jsou dány dvě přímky parametrickými rovnicemi

  p:   x  = 9 – t                         q:    x =   9 – 2s

        y  = 1 +2t                               y =   1 + 4s
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Určete vzájemnou polohu a souřadnice průsečíku, pokud existuje.

Řešení
Parametr je u přímky q označen jiným písmenem než u přímky p. Pokud to tak v zadání není, je možné parametr u jedné z přímek nahradit jiným písmenem.

Obě přímky nyní představují celkem 4 rovnice o 4 neznámých (x ; y ; t ; s). Soustavu převedeme na soustavu 2 rovnic o 2 neznámých:

   9 – t   =    9 – 2s            

   1 + 2t =    1 + 4s

na levé straně x-ových i y-ových rovnic obou přímek je stejná neznámá, tedy levé strany jsou stejné, musí být stejné i strany pravé.

Tuto soustavu řešíme sčítací metodou, tedy první rovnici vynásobíme 2 a sečteme. Dostáváme:
      18 – 2t  = 18 – 4 s

        1 + 2t  =   1 + 4s

po sečtení

    19 = 19 
Tato soustava má nekonečně mnoho řešení, tedy přímky jsou totožné. 
Odchylka přímek

Pokud se dvě přímky protínají, svírají nějaký úhel. Odchylkou přímek rozumíme menší z úhlů, který dvě přímky spolu svírají, viz obrázek


[image: image25]
Odchylku přímek budeme počítat pomocí vzorce pro odchylku dvou vektorů. Odchylka přímek bude odchylka jejich vektorů, které musí být stejného typu, tedy musí být u obou přímek buď směrové nebo normálové. 
Pokud máme jednu přímku zadanou parametrickou rovnicí a druhou obecnou rovnicí, převedeme např. směrový vektor první přímky na vektor normálový.

Pokud máme přímku zadanou pomocí směrnicového tvaru, převedeme tuto rovnici na rovnici obecnou a z ní zjistíme normálový vektor.

Při výpočtu úhlu pomocí vzorce pro úhel vektorů nevíme, zda počítáme ten správný úhel, tedy výsledný úhel musí být menší než 900. V případě, že nám použitím vzorce vyjde úhel větší než 900 (čitatel zlomku je záporný), potom výsledný úhel bude 1800 – úhel vypočtený.

Jiná možnost je použít „upravený“ vzorec pro úhel vektorů, tedy zajistit, aby čitatel zlomku byl vždy kladný, tedy v čitateli uvažovat absolutní hodnotu

Připomeňme vzorec pro úhel dvou vektorů:    
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Pokud tento vzorec upravíme zavedením absolutní hodnoty do čitatele dostáváme vzorec pro výpočet odchylky přímek, tedy
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,  vektory a ; b v tomto vzorci jsou buď oba směrové, nebo oba normálové

Pokud jsou přímky rovnoběžné nebo totožné, vyjde nám odchylka těchto přímek 00
Příklad 4
Jsou dány přímky:      p : 3x + y – 1 = 0

                                   q:   -x + y  + 6 =0

Spočtěte jejich odchylku

Řešení
Obě přímky jsou zadány pomocí obecných rovnic, tedy z obou přímek zjistíme normálové vektory:
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Podle vzorce   
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 dostáváme   
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Tedy úhel je 63026/
Příklad 5
Jsou dány přímky

  p:    x  - 3y + 2 = 0

  q:    x = 1 – t

         y =   3
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Spočtěte jejich odchylku

Řešení
Z první rovnice napíšeme normálový vektor 
[image: image34.wmf])
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, z druhé rovnice vektor směrový 
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. Musíme převést na vektory stejného typu, tedy např. ze normálového vektoru první přímky vytvoříme vektor směrový.

Dostáváme tedy  
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Oba směrové vektory dosadíme do vzorce pro výpočet odchylky, dostáváme
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Tedy úhel je 18026/
Pokud bychom v čitateli vzorce pro výpočet úhlu neuvažovali absolutní hodnotu, byla by hodnota cos záporná, tedy úhel by nám vyšel 161034/. Odečtením tohoto úhlu od 1800 dostáváme analogický výsledek.

Příklad 6
Jsou dány přímky parametrickými rovnicemi
  p:   x  = 9 – t                         q:    x =   9 – 2s

        y  = 1 +2t                               y =   1 + 4s
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Spočtěte jejich odchylku

Řešení
Rovnice přímek jsou stejné jako v příkladu 15, tedy již víme, že přímky jsou totožné. Musí nám vyjít odchylka nulová. Ověříme

Směrové vektory obou přímek jsou 
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Dosazením do vzorce pro výpočet odchylky dostáváme
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Úhel alfa opět určíme pomocí kalkulačky nebo v tomto případě můžeme též pomocí tabulky hodnot goniometrických funkcí, dostáváme ( = 00 .
Příklady k procvičení
Úloha 4.1

Zjistěte vzájemnou polohu dvou přímek, u různoběžných přímek vypočítejte souřadnice jejich průsečíku a odchylku

p :  x =  1 –  2t

      y =  2 +  t

q :  x =  – 1 +  s

      y =          – 6s

  [různoběžné,  
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Úloha 4.2

Zjistěte vzájemnou polohu dvou přímek, u různoběžných přímek vypočítejte souřadnice jejich průsečíku a odchylku

        p :  x + 2y – 3 = 0 

        q :  x =  7  – 2t 
              y =  –1 +  t 
    [ rovnoběžné různé ]

Úloha 4.3

Zjistěte vzájemnou polohu dvou přímek, u různoběžných přímek vypočítejte souřadnice jejich průsečíku a odchylku

           p :  3x  –  y  + 4 = 0                   
           q :  6x + 5 y – 2 = 0

  [různoběžné,  
[image: image44.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

7

10

;

7

6

P

   , úhel  α = 58° 14/]

Úloha 4.4

Jsou dány dvě přímky, c je libovolné reálné číslo

 p:  x  + y + 6  = 0

 q:  2x +2y +c = 0

Určete, pro kterou hodnotu c jsou přímky rovnoběžné různé, pro kterou hodnotu c jsou totožné a pro kterou hodnotu c jsou různoběžné

    [ c= 12 totožné, pro všechny ostatní hodnoty rovnoběžné různé. Různoběžné být nemohou ]
Úloha 4.5

Jsou dány dvě přímky, b je libovolné reálné číslo

 p:  x  + y + 6  = 0

 q:  2x +by +12 = 0

Určete, pro kterou hodnotu b jsou přímky rovnoběžné různé, pro kterou hodnotu b jsou totožné a pro kterou hodnotu b jsou různoběžné

    [ b= 2 totožné, pro všechny ostatní hodnoty různoběžné. Rovnoběžné různé být nemohou ]
5. Vzdálenost bodu od přímky

Je dána přímka p pomocí obecné rovnice.

 p:  ax + by + c = 0

Dále je dán bod X = [x0 ; y0]. 

Vzdáleností bodu x od přímky p nazveme délku  úsečky XP, kde bod P je bod přímky nejbližší bodu X

Bod P leží na kolmici bodem X k přímce p

Vzdálenost bodu X od přímky p je možné určit pomocí vzorce
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V čitateli vzorce musí být absolutní hodnota, protože vzdálenost je vždy nezáporné číslo. Vzdálenost bodu X od přímky p vyjde nulová, pokud bod X leží na přímce p

Popíšeme ještě jeden (složitější a delší) způsob výpočtu vzdálenosti bodu X od přímky p

· Napíšeme rovnici kolmice k přímce p, která prochází bodem X

· Spočteme průsečík této kolmice s přímkou p, označme P

· Vzdálenost bodu od přímky je potom velikost vektoru XP

Oba způsoby ukážeme na příkladě

Příklad 1
Je dána přímka p:  x + y – 6 = 0   a bod X = [ - 3 ; 1]. Spočtěte vzdálenost bodu X od přímky p pomocí vzorce pro vzdálenost bodu od přímky

Řešení

Dosadíme do vzorce   
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         hodnoty a=1 ; b=1 („normálový vektor“) , c= -6  ;  x0 = -3  ; y0 = 1
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Příklad 2
Je dána přímka p:  x + y – 6 = 0   a bod X = [ - 3 ; 1]. Spočtěte vzdálenost bodu X od přímky p pomocí kolmice vedené bodem X k přímce p.

Řešení
Rovnici kolmice napíšeme např. parametricky. Normálový vektor přímky p je vektor (1 ; 1). Tento vektor je směrovým vektorem kolmé přímky. Kolmice prochází bodem X, tedy je možné psát její rovnici:

 x = -3 +  t

 y = 1   + t
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Dále spočteme průsečík kolmice a přímky, tedy řešíme soustavu 3 rovnic o 3 neznámých metodou dosazení  (příklad 14)

Dostáváme:    -3 + t + 1 + t – 6 = 0

                             2t = 8

                               t = 4

Spočteme souřadnice průsečíku, neznámá x ; y

   x = -3 + 4 = 1

   y = 1 + 4 = 5

Bod P = [1 ;5]
Dále vytvoříme vektor XP = P – X a spočteme jeho velikost
Vektor XP = (4 ; 4)

Velikost tohoto vektoru:  
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Oba výsledky jsou stejné

Při sestavení rovnice kolmice můžeme použít libovolnou rovnici, tedy parametrickou či obecnou.

Pokud zadaná přímka není zadána obecnou rovnicí a chceme počítat pomocí vzorce, musíme rovnici přímky převést na obecnou rovnici.
Příklad 3
Je dána přímka p:    x =      6t

                                y =  3
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Dále je dán bod A = [0 ; -1]. Spočtěte vzdálenost bodu A od přímky p

Řešení
Přímku převedeme na obecnou rovnici, její směrový vektor s = (6 ; 0), tedy normálový vektor n = (0 , -6). Bod X = [0 ; 3]  leží na přímce.
Tedy obecná rovnice:   0x  - 6y + c = 0, dosazením bodu X

                                      0.6 -6.3 + c = 0

                                         c = 18

Obecná rovnice:   -6y+18 = 0

Nyní počítáme vzdálenost bodu A dosazením do vzorce
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Zadaná přímka by šla psát též y = 3  (rovnici vydělíme -6 a napíšeme ve směrnicovém tvaru). Jedná se tedy o osu rovnoběžku s osou x ve vzdálenosti 3

Příklad 4
Jsou dány dvě rovnoběžné přímky. Spočtěte jejich vzdálenost
 p:   x +    5y – 1 = 0

 q:  2x + 10y – 4 = 0

Řešení
Rovnoběžnost daných přímek ověříme řešením soustavy rovnic. Pokud první rovnici vynásobíme (-2) a rovnice sečteme, dostaneme  -2 = 0, tedy soustava nemá řešení, přímky jsou rovnoběžné.

Pro určení vzdálenosti zvolíme na první přímce libovolný bod (příklad 6) a spočteme jeho vzdálenost od druhé přímky 

Volbou např. x = 1 v rovnici přímky p a dopočtením y dostáváme souřadnice bodu A [5 ;0]

Počítáme vzdálenost tohoto bodu od druhé přímky (q).
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Příklady k procvičení
Úloha 5.1

Určete vzdálenost bodu A[−1, 5] od přímky p zadané parametricky:

  x = −2 + 4t

   y = 1 −  3t

        [ 19/5 ]

Úloha 5.2

Určete vzdálenost rovnoběžek p, q, jestliže přímky p, q jsou zadány následovně:

a) p : x = 1 + 3t, y = 4 − t, q : x + 3y + 6 = 0,

b) p : x = −5 + 2t, y = 5t, q : x = 2 − 2t, y = 1 − 5t,

c) p : 2x + 3y − 1 = 0, q : 2x + 3y + 4 = 0.
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6. Souhrnné opakování
1)  K přímce              x = 1+  t

                                   y =     2t   napište 

    a) Parametrickou rovnici kolmice bodem    B= [-2 , 6].

    b) Parametrickou rovnici rovnoběžky bodem B= [-2 , 6].
               [  a)   rovnice kolmice        x = -2 + 2t  ;  y = 6 – t

                  b)   rovnice rovnoběžky   x = -2 + t  ;  y = 6 + 2t   ]
2) Je dán trojúhelník ABC   ;  A=[4, -2] , B= [-2, 6],   C[0, 1].

    Napište    a)    parametrickou rovnici   tc
                    b)    parametrickou rovnici výšky vc
          [     a)   rovnice těžnice    x = 0 – t  ;  y = 1 + t

                 b)  rovnice výšky      x = 0 + 8t  ; y = 1 + 6t    ]
3) Jsou dány body  A=[4, -2] , B= [-2, 6]. 

            a)  Napište obecnou rovnici přímky AB

            b)  Určete další 2 body této přímky  

         [    a)  přímka AB:   8x + 6y -20 = 0  (resp. 4x + 3y -10 = 0)

              b)  např. x=1 y = 2 , tedy [ 1;2]   ;   x = 7  y = -6 , tedy [7;-6]    ]
4)  Je dána přímka         x =   2- 5t

                                      y =  -1 +3t

   a)  Napište její obecnou rovnici. 

   b)  Spočtěte průsečíky s osami

   c)  Zjistěte zda bod  U = [ -3 ; 1]  a bod V = [ 2 , -1]  na přímce leží  
                       [   a)    3x + 5y -1 = 0

                           b)   Px = [ 1/3 ; 0 ]    Py = [0 , 1/5]    
                           c)   U neleží, V leží      ]
5)  K přímce  3x + y + 2 = 0 napište
    a) Obecnou rovnici kolmice bodem       B= [-2 , 6].

    b) Obecnou rovnici rovnoběžky bodem B= [-2 , 6].
                            [  a)     x – 3y + 20 = 0  
             b)    3x + y = 0                  ]
6) Je dán trojúhelník ABC   ;  A=[4, -2] , B= [-2, 6], C[0, 1].

  Napište    a)   Obecnou rovnici   tc 

                  b)  Obecnou rovnici výšky vc
                               [  a)         x + y – 1 = 0

                                  b)        4x + 3y –3 = 0   ]
7) Určete vzájemnou polohu a úhel přímek. Pokud se protínají tak průsečík

           a)  
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                                   [          a)  rovnoběžné

                                              b) různoběžné    P = [1 , -3]  ; úhel 670 23/
                                              c) totožné              ]
8) Je dána přímka  p:  2x + y + 1 = 0    a bod  X =[-4 , 2]
         a) Napište obecnou rovnici kolmice bodem X
         b) Spočtěte průsečík této rovnice s přímkou p
         c)  Zjistěte vzdálenost bodu X od bodu P  

                             [     a)         x – 2y + 8 = 0

                       b)        průsečík  P=[-2 , 3]    ]
                       c)       
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